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cie&n behandeld voor

beheerste factoren wordt er

een veoorraadbeheerder, Van de niet

per periode.
bij inkoop
doch verkoopprijs, vraag en dergelijke worden nlet

hoogstens €één stochastisch ondersteld, nl. de vraag

De voorraadbeheerder kan de omvang van e€en bestelling

vriJ klezen,

le beperking

Met eventue

beinvliocedbaar ondersteld.

van de omvang der beschikbare opslagcapacit~’t wordt geen reke-

cehouden, terwilijl verder wordt aangenomen dat zowel 1nkoop-

als verkooporders direct worden uitgevoerd.

1.2. De _vraag per tljdseenheld 1s een bekende constante

De constante vraag per tijdseenheid geven wij aan metD .
De voorraadbeheerder kan op willekeurige tljdstippen orders

i

1|,‘ i 3 T
i Y ol

¥ i
e 3 .

verrichten om zijn voorrazd aan te vullen. cebruiken nu

de volgende notaties:

q. omvang van de ide order,
' de )ste

en de (i+1 orde.,

X omvang van de voorraad voor de binnenkomst van

& tl jdsinterval tussen de 1

order,

van de voorraad mna de binnenkomst van de

Een voorraad zonder meer wordt aangegeven met z .

De kostenfuncties die hier een rol gpelen zljn:

inkoopkosten K, voor de voorraadbeheerder; wlj nemen aan das
ae inkmoykogt@n_b(%) per eenhelid product een functie zijn van 9
en laten dus bljv. toe dat deze kosten verminderen blj een grotere

ocmvang van de order. Het verrichten van een order brengt vaste

rkoaten

van de omvang ¢ bedragen: K (g )-

k ot § b (9);

Kosten in voorraad houden; de kosten per tijdseenheld, K, ,

worden ondersteld evenredig te zijn met de aanwezlge voorraad % ,
., :

opbrengst bij verkoop K, ; ook de opbrcngst onderstellen wij

3
evenredig van de verkoop. zodat de opbrengst per

met de omvang

bedraagt

met zich mee, zodat de¢ totale kosten bilj een order



Wij laten niet toe dat er een achterstand ontstaat in het
voldoen aan de vraag; de voorraad ¥ kan dus niet negatief worden

en zal derhalve een verloop in de tijd hebben, zoals geschetst
is in figuur 1.

}
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fig.

Het verloop van de voorraad in de tijd

Ult de gegeven definities volgen de onderstaande betrekkingen:

- . d

y, =X + g (c=1,2,...), (1)
xf 1::y._.,D9£ ((:r:'-’f_,i_,..,)# (2)
x +9. =D6 +x (¢=1,2,...). (3)

be gemlddelde voorraad Yi in de . 9¢€ perlode bedraagt
Zix%(%-rxcm):%(DQ&+23C£+_!) (4)

en de netto opbrengst ZZ/ph) in dit interval 1is dus

Us,)-%, Do, _ £ __ g b(g)-1 %, (08+2x )6 (5)

Z 27

W1lJ gaan nu na op welke wijze er een optimale voorraadpolitiek
ontstaat. In de eerste plaats 1s het voordellger steeds pas dan
blj te bestellen wanneer de aanwezlge voorraad geheel is ultgeput.
Om dit in te zien vergelijken wlj voor een interval van twee ach-
tereenvolgende perioden de twee voorraadpolitieken die geschetst
zljn 1in figuur 2. Inkomsten en inkoopkosten zign in beilde gevallen
dezelfde, evenals de voorraad in het begin en aan het einde van het
peschouwde intervel. Gedurende het interval (¢+7) _ (¢+ 7) 1is de
voorraad blj de ene politiek echter 7., groter dan bij de andere
en de voorraadkosten bedragen dan dus ﬂéﬂ'ftM' meer., Hieruit
volgt dat men de kosten dus verlaagt door alle x, 's (meghw..)
gelijk aan nul te kiezen en dat men, wanneer er op het tijdstip
nul reeds een voorraad aanwezig is, deze eerst moet opmaken al-
vorens de eerste bestelling te verrichten. Wij gaan er daarom

in het vervolgvan ult dat de beginvoorraad y, gelijk is aan nul.



(t+1) L+ 2

fig. 2
Twee alternatieve voorraadpolitieken voor een interval van twee
periogden

Formule (5) kan voor het onderzoek naar optimale voorraad-
polifieken nu vervangen worden door

ZZ(QJ;{MDQE “’éro“gab(ga)"% é-rbgil' (6)

Voor wij nu nauwkeurig omschrijven, wat wij verstaan onder
een opClimale voorraadpolitiek, splitsen wij ons probleem in twee

gevallen: een oneindlg lange periode en een elndige periode van
de lengte T .1

Pptimale voorraadpolitiek voor een oneindig lange periode

Definitie

Een voorraadpolitiek i1s optimaal wanneer de netto opbrengst
per Tljdseenheld zo groot mogeli jk 18.2)

De netto opbrengst &{{9) per tTljdseenheld 1is

U (6) - - £,D- Xa _ DOBIDE) 14 Do (7)

In plaats van de gemiddelde opbrengst te maximallseren kunnen
wiJ hier ook de gemiddelde onkosten

(‘f(@) +D}:>(D9)+:L'€ D8 (8)

m"—nwmm"wwmmm

1) In het oorspronkelijke artikel wordt dit nlet gedaan. De daar

s gegeven redenering 1ls echter niet geheel correct; zie appendix

- - 11, punt 2.

2¥ Men kan een voorrraadpolitiek ook optimaal noemen, wanneer de
contante waarde van alle toekomstige opbrengsten maximaal is. ;

(. D1t leidt tot dezelfde uitkomsten als het hier gekozen criteri*%
um; de grootte van de disconteringsfactor heeft dus geen invloeé

R W A Ayl % <A g,

op de aard van de optimale strategle.



minimaliseren. Een intervallengte 9 - 6 levert een minimum van

8(9) op, wanneer er voldaan 1s aan

y] ! 28
H%+D b(D6")+ 2L £ D<o (9)
€Tl adarl
2 %4 -rlDabﬁfDB%):}D * (10)
(67)°

(o) heeft altijd een minimum omdat de functie zowel
voor zeer kleine als voor zeer grote waarden van 6 willekeurig
toeneemt. Er is dus altijd een waarde van & , die aan (9) en
(10) voldoet. Voor functies l»h?), waarvoor b"(g) overal > O
is 3) past bij 67

omdat er in het geval van meer dan éeén (relatief) minimum ook

het enige, dus het absolute minlmum van Kﬂ@),

(relatieve) maxima zouden ziJn en dat is dan, wegens (10) overal
positlef, ultgesloten. Aan b”(g) > O voor ledere ¢ 1s bljv.
voldaan wanneer de prijs per eenheld steeds lager wordt naarmate
de omvang van de order groter 1s, doch de mate van afnemen steeds
minder bedraagt. Ecn gehele klasse van krommen die hleraan vol-
doet, wordt voorgesteld door

"“62?
- 1
b(?)“e-rﬁ +@3_, ( 1)
waariqﬂderf's positieve constanten zijn (zie figuur 3).
g)
e

fig. 3 c. o
, ~~2
Krommen van het type b(g)=2C € r C, .
Wanneer men dus een kromme van het type (11) kan aanpassen,
vindt men de optimale lengte 6" van een periode tussen twee
opeenvolgende bestellingen door (9) op te lossen. De optimale
ordergrootte is dan

>

wh
Q = D& (12)
terwijl het optimale werloop van de voorraad de in figuur 4
gegeven vorm bezit. '

VR WONA Wewy  Whileir YRR Gwi TP S e

3) Deze voorwaarde is equivalent met b(¢) convex en voor iedere
q tweemaal differentieerbaar.
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fig. 4

Verloop van de voorraad bij een optimale voorraadpolitiek voor
een oneindlg lange pericde.

Hoewel nog een groot aantal functies voldoet aan de voor-
waarde bﬂ(c?) > O voor ledere ¢ , zljn er refle runctles b5(g )
die dit niet doen. Een voorbeeld hiervan is geschetst in fig. 5,
de tweede afgeleide van.£>03)is hier hetzlj nlet gedeflinleerd,
hetzlij nul. De functie éf(@) 1s hiler

VOOor o= D9~=:Q1 geli jk aan: ﬁw_ + Db +:z7€“D@J

& o
‘Z,,f'“ D9<czz y y %Q +Dbo+1£‘£mD9,
?aébgﬁm " " l%m + D b, ""%{ubg (13)

en bestaat dus ult de drie volgende termen:

f%a , €en monotoon dalende functile,

een constante; die in de verschillende intervallen, een anderes
waarde bezit,

14 Do , €en rechte door de oorsprong met positieve richtings-—
coEfficiént.

b ' " R g iy WA Fesh 0 S o BT B B e o S e A S T I P S R A 5 I . A i iy s W g g o e

° g a2,
fig. 5

Een functie b(g) , waar de tweede afgeleide nergens groter 1s dan
nul.



B
fig. ©

De functic f{@) behorende bij de functie b(g) van fig. 5

In figuur 6 1ig &79) de getrokken kromme metT discontinuiteiten
in de¢ punten 6: 2+ en 6- Za . De gestippelde lignen geven ade
D

functies f?ﬂ) weer, die men zou vinden wanneer de constanten

i

b b en Eg voor ledere & van kracht zouden zijn. De functile
?f(i) bezit één gewoon minimum, waarvan de plaats onafhankell jk

is van de b, -waarden en bepaald wordt door

{ % . )_‘.
éf(@})gﬁﬁ%%%l+.%*équzo. { 14)

Het minimum wordt dug bereikt voor

éQ%E\/ 2% 45 | (15)
"El‘l

S | 8 =, 4l ,
Stel dat voor &  geldt (zoals getekend 1s 1n Tig. 0) 9. =Da < g >
de waarde van dit minimum moet dan worden vergeleken met de
kosten wanneer men cen bestelling verricht, waarvan de omvang

juist in het volgende interval ligt. Hier moeTen 4Aus

SR g



worden vergeleken; de kleinste van deze waarden bepaalt of 9"

dan wel iz de optimale periode 1is tussen twee bestelllingen.
Wanneer het minimum.van_?f(a) in het eerste interval 11igt,

moet dit vergeleken worden met de waarden van EYB) in de punten

9 -2+ en 6. ,_‘_‘_352,_ . Ligt het minlmum van f(’@) in het laatste

D
interval, dan 1s ©- 8" de optimale waarde van 0 .

Tenslotte willen wij nog wijzen op een formule welkKe SomS

wordt gegeven. Voor b(g) kan men substitueren

b(g)=5b -b g, (16)

waarin b_en b positleve constanten zijn. Differentiatlie van
£(6) leidt dan tot

0% ‘/ £ 10 J (17)
D(f+%,  -b D)

27

cen waarde van @ , dleg voor Zz ';@21 >b_ D inderdaad het minimum
van fY@U oplevert. Men moet met deze formule zeer voorzichtlg
zijn aangezien (16) nooit op een groot interval geldig kan z1lJn

_—

( b(g) noolt negatiefl). Bovendilen leidt (15) voor %_£H¢m.ﬁg>
tot de "optimale'" politiek oneindig veel bestellen; in de prac-

tijk bekekent dit dat de aanwezlige opslagcapacitelt de grens

van de orderomvang bepaalt.

Optimale voorraadpollitiek voor een eindige periode

Def'initile
Een voorraadpolitiek voor een eindlg interval Lc>m”f]

noemen wij optimaal, wanneer de netto-opbrengst in dat interval

zo groot mogellJk 1s.

Evenals bij een oneindig lange periode moeten ook hier voor
een optimale voorraadpolitiek alle > 's nul zijn; €r wordt dus

pas bijbesteld als de aanwezlge voorraad 1s uitgeput. Wanneer
er in het intTerval [()m“Tjaqbestellingen worden verricht, valt
dit interval in m perioden ulteen, dile achtereenvolgenséar*.,&n

tijdseenheden lang zijn. De totale netto-opbrengst U is dus met
behulp van (6):

U > ’M(e&):ﬁybf 9_...n£w___f% b(g.) -% {uDi: 9;“- | (18)

{::1 E_-;"] L t:;-:ﬂ & | L=



methode inderdac
b( ; )

eerder

monotoon dalend 1is. Dit 1s bijv.

genocemde Klasse van

waarin C_, ¢ en € alle
17 72 3

¢n deze functie 1s inderdaac

waarblj het
delen te ver-

Het 1g niet mcellijh
niet optimaal is om het interval [o_-T] in
delen. Laten wil) eens aanncemen dat er in dile |
b(g) voor g< ¢  gelijk 1s aan b, en
g, ee€lijk aan Qjﬁzbﬁ (vergelijk fig. 5) en dat geldt
Bestelt men nu één keer een hoeveelheld ¢ >q_,
cede Keer DT -~ g bestellen zodat de totale

Kosten, afgezien van de

{ .
o b'+(DT-g)

moet wordcn besteld, dat

d a N Mog t m e 1§ d (= t

die voldoet

Het minimum hiervan

adll
{
_ (b, - b

dus voor

_ 2 4 .
Achteraf moet men uilteraasrd controleren of 9 inderdaad = €1 is.

Kiest men voor de verschillende constanten: T - 74 weken, Ds.5o0

ngwsaﬂ. Het interval van 14 weken

>

dan 1s de opt

imale oplossing

moet dan in &én van 12 en in één van 2 weken worden verdeeld
De totale kosten zijn nu 677, terwijl deze blj een verdeling
tweemacl 7 weken 724,5 zouden hebben bedragen.

e i B B B R R

De door de auteurs

in

regeven oplossingsmethode 18 voor eindlge

appendix II, punt 2.

intervallen nilet correct; zle



W1lJ beperken ons nu verder tot functies b(¢ ), waarvoor
g{%ﬂm b'(cg) -0 is en b ( g ) positief en monotoon dalend. Hoe
vaak moet e¢r nu cen bestelling worden verricht?

De Totale vraag in de periode [-o ~ T] bedraagt DT 3 de € 's
zljn alle geliljk aan.g; , Terwijl de omvang van alle m orders

E%I ls. Substitueren wij dit in (18), dan vinden wi]]

S DT b(DT)_1 4, 5 D(I).(20)

21 o]

zl(ﬂ)¢‘€TIYTH?1fmﬁq_

| S

Evenals bilj de oneindig lange periode kunnen wilj ook hier de
onkosten

C(n) = m#,+»DTb(RT) 2 £ DI*  (27)

minimaliseren. Wij kunnen deze functie cchter niet differentifren
om hetl minlmum te vinden, daar m alleen gehele positieve waarden
ran asannnemen. Daarom onderzoeken wilj de functie

2
V(V}; ),)’gm-r DTb(.Q})-?-Ji_'ﬁl?D%ﬂ_, (22)

waarin Y wel een variabele 1s die alle waarden kan aannemen.
'Lr(v) ls, omdat bL(g) ¢cen minstens tweemaal differentieerbare
functile 1s cveneens minstens tweemaal differenticerbaar en neemt
VOOor V-1 dezelfde waarden aan als zf(nj’, De extremen van Q/Q“u)

worden bereilkt voor waarden van VYV die voldoen aan

V(‘V):: f_w..._ Dlle'(%t)mﬂf‘ﬁ“D%l:O (23)

1)1

of

”f%l“l%u:])b’(%z)- (24)

Het linker 11d van deze vergelijking is een monotoon stijgende
functie van v , het rechter 1id ten gevolge van de gemaakte
onderstellingen een monotoon dalende; zie ook figuur 7. De
functie 27?») heeft dus maar é€én werkeligk extreem; het wordt
berelkt voor v. v™ en is een minimum omdat V(v) zowel voor
YV oos O als voor v oo willekeurig groot wordt. In figuur 8 is
de functie geschetst. De waarden van 2/ (v) waarvoor € (n) gedefi-
nieerd is zijn met krulsjes aangegeven. Uit deze figuur leest
men direct af dat voor v ™ geheel f(%) minimaal is voor m= V"™
en voor V' niet geheel voor één van de twee gehele waarden
waar v tussen in ligt.
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ngX&ﬂH;L-é
DT 2 2 27
Y
D b'(L2T)
fig. 7 v

Linker en rechter 1id van (24) zijn voor slechts één waarde
van y aan elkaar geli gk

Vi

1 6v"’
fig. 8
De functie UV (v)

HeT probleem is niermee voor een ultgebreide klasse van
functies b(g) opgelost.

Wanneer men in een bepaalde situatie wil vergeligken of het
1n de gegeven periode[bmﬁj}bijvﬁ voordeliger 1is om twee keer fte
bestellen 1in plaats van één keer, dan kan men dit ook doen zonder

te differentitren. Er moet dan voldaan zijn aan de ongelijkhe1rd

_ 2 , 2
2 ’ém-x— DZT[D(P__?:T_)+%”7€11D*} ~<£1O+DTI:'[DT)+%%MDT (25)

of

10

% +DT[1::(_,D_§I)ML>(DT)J*:E}_'€1 DT . (26)
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optimale zantal bestellingen m”™ in het ¢indige ¢
met benulp van dezelfde vergell jking (zie (9) en (“3))
recatvaardigt dus voor veel sltuatilies hetgeen men intultief

ZOoWu dm&n, nl. de p&m%ﬂd """ ldt opbrengst

&@nmpli% ties

.,:‘) L . ..,' r L. ; F 3 .!. R
worden ulte
| Cned?

De tot nu toe gegeven afleirdingen kunnen
tol verschillende meer algemene situaties. Zo ontstaan er

Z vervangt

geen
i, . _.-,»‘r

Kosten

ﬁﬁ Wiﬂ
x , of wanncer men er van ultgeat dat een

in de
worden metl perioden dle een
(3 m&@k) Leiden
cenvoudige wijzigingen in de oplossing tot voorraadpolitlcecken,
die 1n ieder geval weinig van de optimale zullen verschillen,

moelll jkheden wanneer men de voorraad

aoor

Ko v %,
gedane order pas over I tijdseenheden binnenkomt. Ook

situatie, woarin alleen besteld kan

veelvoud ziljn van een bepaalde periode 1Jv. een

1.3. Statisch model, waarin de vraag cen bekende
bﬁzit

die kan rekenen op cen constante vraag per tijdﬂ@@nheid. In de
Z£aan

meesSte gevallen zal de vraag cconter nict constant zign. Wi

periode niet

daarom nu over tot de situatie waarin de vraag

constante 1ls, doch anderzijds ook niel geheel onbe-

dat de vraag D ) per periode een bekende

Kend 13 ¢n nemen aan

ipport onderstreept

tussen deze grootheden en




In deze paragraaf bestuderen wij de situatie van de voorraad-
beheerder die zich in het begln van een periode, gedurende welke
nij verder niet kan biljbestellen, afvraagt hoe groot hij zijn
beginvocorraad 4y moet kiezen. Wij onderstellen verder dat even-
tuele aan het eind van die periode overgebleven voorraden geen
waarde meer voor hem bezitten (bijv. tengevolge van veroudering
of bederf). D¢ verschillende grootheden worden met dezelfde
letters aangegeven als in 1.2. Verder beperken wij ons tot
continue kansverdelingen, det zijn kansverdelingen met een ver-

delingsdichtheid; voor andere kansverdelingen moeten de formules
OPp voor de hand liggende wiljze worden veranderd.

Voor de kostenfuncties maken wij de volgende onderstellingen:
inkoopkosten; K_(g)- £+ g b(g) , waarin b(g) weer de kosten per

10
eennelid voorstellen bij een omvang g van dac order,

Kosten in voorraad houden; wlj nemen aan dat deze bij een begin-
voorraad y voor het gehele interval gelijk zijn aan
K@(yyxﬁuﬁwéjgr; het verloop van de verkoop in de betreffende
periode heeft dus geen invloed op deze kosten,

opbrengst bilj verkoop; Kg(fnmwf“)+-£31:D blj een vraag D

gedurende de periode.

Het 1s mogelijk dat de vraag D naar het product groter is

dan de beginvoorraad y . Wij nemen nu aan dat men er een bedrag
vaOor over heeft om het tekort D_y aan te vullen; laat KA

gegeven worden door

y { O voor D =y (27)
q.‘:‘:‘
%‘qo*/{u(t’“ﬁ) : D>y,
waarin Jﬂm) &N ~éﬁ constanten =z 0 zljn.

De verwachting van de bruto-opbrengst Kg([;) is

y s
E Ka(g)m/ﬁwwémjbf(b) c{D+’£313L-1__ Fly) ] (28)
&
en de verwacnting van de verliezen wegens niet kunnen leveren

8 Kq(gm Kj)r:’éqﬂ f.D 'F(D)CLD"‘(')@L‘,O -"éq,, ﬂ)[}f*‘ F(H)] * (29)
3

Uit (28), (29) en de andere gegevens volgt dat de verwachting
van het netto-verlies op een constante na gelijk is aan

y
V£ y+ybry)- {*Ew (£, +%, )3}[1... F(g)]...(%;éf)jbf(o)du (30)
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in deze paragraaf,

zemaak
WS

stanten over, dic geschat moeten worden,

steeds nauwkeu
te

men aan

- T
Qo af} i g

2 zal kunnen geschled

Hear

gaan nhoe groot bilj de op
niet
kans 1. F(y™) verloopt voor verschillende

timale beginvoorraad

voldoen., Door na te gaan

van de constanten, kan men zich
de situatie. Soms wordt :
blj veoorbvant vastgestelde waarde van de

die e€en rol spelen

nadecl van deze methode is de kosten

niet expliciet worden geformuleerd bij het vast-

stellen van de toelaatbarc

terwiil ze

&

no . L
neen te moeten

hekende probleem van de krantenonge
kranten hij ie

moet nemen €n

dere dag in voorraad de 1nkoper

het aan bederf onderhevipe waren
te beant-

KopeEn vVoor wen

van ¢en restaurant voor zover
betreft.
woorden hoeveel reserve-onderdelen men moet
pepaald tType

Men kan het evencens gebrulken om de vraag

delen allee

wanneer n geschikt
ype
niet meer aan te schaffen. Deze toepassingen zijn nader uitge-

door J. LADERMAN, S.B. LITTAUER en L. WEISS in: The Inven-
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1.4, Dynamisch
bezlt.

Terwlijl de probleemstellling
nale omvang

bepalen van de optir
wij nu het probleem
pen ¢,8_,26,... ,t¢
stelt welke wij in het vervolg

kunnen dan verricht
q ., 1In he
kende continue kansverdeling F(D),
r . Inkoop- en verkooporders worden direct ultgen
der op het tijdstip t‘gevenfwij aan meg 7.
het binnenkomen van deze order met x, en de voorraad na het

t
binnenkomen van de order met g, . Er is dus steeds voldaan aan

,E,8+v1, .,

de relatile

(34)

W1ij zoeken nu naar een orderpolitlek die voor leder tijdstlp
aangeeft of er besteld moet worden en zo Jja, hozveel, Ter ver-
ring van het probleem beperken wlj ons tot zogenaamde
(3, S)orderpolitieken. *

Definitie. Een voorraadpolitiek is van het type (3, S) waarin
Sz 420 1s, wanneer de bestelling qg. Op het tijdstip ¢ voldoet

yt::r xt +

aarn
?ﬁ_«fO vVoor x, >3

© (35)

Wanneer wij bovendien aannemen dat de vraag
celljkmatig over die periode 1s verdeeld, dan zal het verloop
van de voorraad bij een (4, S) -politlek een vorm bezitten, zo-

als aangegeven is in figuur 10.
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Over de KkKostenfuncties maken wij de volgende onderstel-
lingen:
inkKoopkosten; deze bedragen bilJ een 1inkooporder van de omvang 9:
K, () = £10 ‘“{-n 7 >
kosten 1n voorraad houden; per tilijdseenheid zijn deze evenre-
dig met de in het begin aanwezige voorraad, zodat ze voor de
periode [¢,¢+71] bedragen K, (49, ) = 16“ y
opbrengst blj verkoop; deze onderstellen wij evenredlg met de
verkoop, dus K,(D)= 1531 D,
Kosten wegens nlet kunnen leveren; wij nemen aan dat deze con-
stant zlijn en niet afhangen van de omvang der niet vervulde
vraag, dus

Kq : { 0 vVOoor Dt = 51:
'éma . I% > Y,

Verder nemen wij aan dat £ﬂw £}1is, met andere woorden,
dat bruto-opbrengst en inkoopprijs per eenheid aan elkaar ge-
1lijk zijn. Als nu alle ingekochte goederen ook verkocht worden,
hetzij 1n dezelfde, hetzij in een latere periode, dan kunnen
wij de bedragen %

17
enige kosten dile nog een rol spelen en die voor de verschillen-

e 'f“ verder bulten beschouwlng laten, De

de orderpolitieken uiteen kunnen lopen, zljn dan: de kosten

ten gevolge van ongelljke aantallen orders, de opslagkosten en
de kosten wegens het niet kunnen voldoen aan de vraag. Ult alle
mogelijkeipa,sq -politieken willen wij nu die pollitiek opsporen
waarblj, ultgaande van de huldige voorraad x_, de contante
waarde van alle toekomstige verliesverwachtingen minimaal is,
Daartoe moeten wij eerst deze contante waarde berekenen als
functie van g9 en §S.

Wanneer x gegeven 1is en er een bepaalde (3, S) upolitiek
wordt toegepast, vormen de beginvoorraden X > X,.-5X, ... €€n

rij stochastische grootheden., De kansverdellng wvan x, Kan be-

rekend worden ult de waarde die x, , heeft aangenomen en de

kansverdeling F(D) van de vraag D, ., ; de waarden van de begin-
voorraden in de perioden vodr de (tﬂt)Ste
niet te kennen., Een rij stochastische grootheden, waarbij de
verdeling van x ,alleen afhangt van de julst voorafgaande va-

riabele en niet van de andere variabelen noemt men een MARKOV-

behoeft men daarvoor

proces; x_,x. .... vormen dus een dergelljk proces.

....._1.}.......1-& ‘
De verliesverwachting in de periode [t,t+71] kan blj gege-

ven waarde x, van x, en een bepaalde (4, S) -politiek worden be-

rekend. Wij geven deze verwachting aan met bit:(x%) , waarin

>



de eerste index de betreffende periode aangeeft, de tweede wat
de laatste gegeven beglinvoorraad 1s en het argument hoe groot
deze beginvoorraad is. Blj de gemaakte onderstellingen vinden

wilj voor \-{:,t (=, )

y 72“ X, +f‘w ["1.._ Fx, )J voor x> 3 (36)
(:x: = -
e %)= 12 .4 sik [rs)] v x,=9
vVoor X, = is de functie tt (x,) een constante, die wij kun-
nen aangeven met ‘%r (o) en welke voldoet aan
tt(o)': Vt,t(s) +£1o‘ (37)

De functile !4 . (x,) kan bv. de vorm bezitten, zoals geschetst

s in figuur 11.

V(o) |

fig. 1"

Schets van een mogelijke vorm van de functie kit (%, ).

Wij hebben echter niet deze voorwaardelijke verwachting
in het interval.[t,t+~g‘nodig, doch de schadeverwachting ult-
gaande van de beginvoorraad x_ . Deze vinden wij uit (36) door
x, weer als een stochastische variabele te beschouwen en dan
de verwachting te nemen over de verdellngsfunctie van o .
Aangezlen het een schadeverwachting 1s die de tde periode be-~
treft, terwijl de laatste gegeven beginvoorraad x_ is, gebrul-

ken wlj hiervoor de notatie V (x,) ; er geldt dus
Vt,o (acQ)-..-.-.- ) V;t gi_). (38)

3

Bovendien kent men aan een verlies in de toekomst niet
dezelfde betekenis toe als aan een verlies nu direct. Wlj voe-
ren daarom een disconteringsfactor . in, waarmee de zogenaam-
de contante waarde van een verlies over € tiljdseenheden wordt
berekend. De contante waarde van de voorwaardelljke verllesver-
wachting l/ (x:) op het tijdstip nul wordt aangegeven met

;t( L) en 1s gelijk aan

(39)



W1lJ nemen aan dat geldt X = X - met o<1 , Vaak wordt =« gelljk

aanfﬁﬁf gekozen, waarin ¢ de rentestand is; noodzakelijk 1s
dit echter nlet. De contante waarde van Vi o (x,) wordt aange-
geven met A, (x,) en is gelijk aan «° Vo (%)

Voor willlekeurlige x bedraagt de som A(x) van alle con-
Cante waarden van toekomstlge verliesverwachtingen nu

A(x) = A, () + A, () + Ao ()
. (#0)
= \é,o () + = V_;:D(x) + X Vz,o(x) * ..

A(x)1ls een functie van de parameters 9 en S . De voor-
raadbeheerder zal deze parameters bij gegeven a« nu zodanig
kiezen dat A(x) minimaal is. Om dit probleem op te lossen
schrijven wij A(x) eerst in een beter hanteerbare vorm 7) .

Voor alle waarden van x =v wordt er bijbesteld tot S .
Daar nu, afgezien van de¢ orderkosten 7@0 , de inkoopkosten
buiten beschouwing konden worden gelaten is A(x) voor x=< een

constante, welke wilj aangeven met A(o). Verder voldoet A (o)
aan de vergelijking

Af(o)= A(s) + %k, . (#1)

Wij beschouwen nu A(o) als een bekende constante en bere-
kenen de functie A(x) voor x>o . Met behulp van (41) kan A(o)
dan gevonden worden,

Wlj maken gebrulk van het feilt dat zodra voor een ¢ geldt:
x =3, op dat tijdstip de som van alle contante waarden van
toekomstige verliesverwachtingen gelljk is aan A(o) . Het gehe -
le proces wordt daartoe gesplitst in een aantal stukken, waar-
van wlj afzonderlijk de contante waarde van de verliesverwach-

ting bepalen. De splitsing is in figuur 12 schematisch weerge -
geven en bestaat ult de volgende delen:

a) het interval [o-1),

b) de intervallen J1-2],[2-37, . .. als x_ s is,

c) het interval [1. 2] als x >3J is,

d) de intervallen [2. 3], [2-4],... als x >3 maar x, =9 1s,

e) het interval [2._ 3] als x, en x, beide groter dan 3 zijn,
f) de intervallen [3._ L:% 2 Lu- 5:} ,., als x_en >3 zijn, maar

X853, enzovoorts.

7) De hier volgende afleiding is niet dezelfde als de door de
auteurs gegeven aflelding,

8% Wannwer geldt:

» nemen wij op deze‘

wijze indcrdaad alle bigdragun tot A(x) mee. Bij alle in de

w~:;aktijk~vanvvomnnip verdelingsfuncties van de vraag is aan
- der@ v.orwaarde voldaan
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fig .12
Schema voor de berekeningswijze van A{lo).

De bijdfagen tot A(x) van deze stukken zijn achterecenvolgens
van ’

a): V‘f,? (x),

b): op t= 7 is de contante waarde van de toekomstlige verliecs-
verwachtingen A(o) ; de kans op b) is gelijk aan de kans op
<en vraag D, in [o.1] groter dan x-3, dus P[QDQ :x.....-:]:: 1. F(>x-3)
en de biljdrage bedraagt dus <X A (o) [1.... F(x - sr)_] s

C): voor gegeven x 1s de bijdrage < \4_,4 (x,); x, 1s echter een
Kansvariabele die waarden tusscn ¥ en x aanneemt, athankeli jk
van d&, waarde van D, zodat de bijdrage is E \/;ﬂ (x.) =

oéf , (x-D) f(D ) AD , O met ¢en andere integratie-
:s

variabele: o f C(x-d) Fayda,

d): op t=2 is de contante waarde van de toekomstige verlies-

vmrwachtingun weer A(o) bi]J gegeven x, >3 18 ‘P[% = :s_]

Pf D - :1] PfD = X- -:s-mD J 1. Féx-3- D), de onvoorwaardeli jke

kans op g@val d) is [ ;_‘-;.... F(x-3-D,)] £(D,)dD en de bijdrage
1s dus met de integratievariabele A in plaats van Dg,



x4
ot A(o)f [1- F(x-3.23) F(A)d A,

¢): voor gegeven x, is de bijdrage o \/2"”n (x,) ; Wanneer zo-
wel X, als x, groter is dan 3 heeft de totale vraag in [o-1]
en [1-2] tezamen gelegen tussen ¢ en x-9 ; geven wij nu de
verdellngsdichtheld van B_+ 2, aan met ﬂ , dan is,daar uilt

D+D-AX volgt x «~x_A , de bjdrage «* f (x SENCIEPIR

o P
) : hier moet «° A(o) vermenigvuldigd worden met de kans op
S onder d¢ voorwaarde dat x, en x, groter dan I zijn,
ander's gezegd: met de kans op x, £ 9, wanneer D + D,  een waarde

=3
bezlt tussen 0 en x-g; de bljdrage 1is dus

"A(o)[ [1._F(x 5 .....A)]f (A1) d ).

Op deze wiljze voortgaande vindt men, wanneer men voor de
verdelingsdichtheld van D +D + ...+ D __ de notatie ¥, gebrulkt,

= maq
voor A (x) (x>3):

A(x) =V [:)c)-ava&A(o)[T_..F(Dc ':S)]-P-o(/V (> - ))F(A\)dzﬁ

+ a(lAfo)f [1..... F(x-ﬂ_._,.\)] [())d)m-

x . xX-3
sk TV (x ) (WA kAR [ T Flx s  TF (M)A - - s
J Y A J [ A 4o
Hierin zijn de functiles (x) voor alle waarden van 1 aan el-

t.L

kKaar gelijk en dus te vervangen door V(x) zonder meer, waardoor
(42) overgaat in:

Alx)= Vix)+ocAlo)[1- F(x...:i)]-}“ f[w.x )+t Afo) [1- Flx_3 ...A)j}f‘ (.%,\)
3

De kansverdeling F, (A) van _“-D_o-f D 1s eenvoudlg af te leil-
den ult de kansverdelingen van D en D_. , die belde gelijk

— O e
zljn aan F, = F en wel 1is
A
P[D,+D,=d]=F0)= [ El-w)f (v)dv. (44)
O
Met behulp van het principe van volled ige inductie leldt men
voor de verdelingsfunctie £ van D +D +...+D af
P[D,+D+ -+ D, =]=F () ;[51_1(,4..1,-){, (v)dv . (45)

Als F ({ D} begrensd 1s zijn ook alle (,\) continue verdellngs-
functius . Wi1J kunnen dus steeds schrLJven F ()= f F(v)dv
waarmee onder de genoemde onderstelling de boven gebruikte No-
tatie met ﬂ, gerechtvaardigd 1is.

De onbekende parameter A(o) in (43) wordt berekend met
vergelijking (41). Substitutie van (43) met x=S5 in (41) levert



FERp———

- 5 -4
Afo) = V(S) += A(O)[‘f-—- F(CS - *J)J +§wﬂf{V(5M\)+mA(o)fﬂ_F(S :3.-,\)% F )()«)cl/\ +'£t,,_,

en aus is

o). Fuo s V(S) .}:Jf v(s- A FL0)ds (47)
e [ F(S-3)] - 5 d"”*”jp F(S-3 A)JF (4)d)

Wegens
cx[-r_F(S s)f - 21MM+T [—r...F(S g - ))]1(\ (A)d A =
= 1 ot 4 A F(S_ﬂ)mé acm”/;‘n(s_-s) +ﬂ§ 2 F (S~ 3) =

OO

= (7-2)(1+ 2 o F (5-3))

kan (47) nog worden vereenvoudigd tot

Alo) = Ko + VI(S)+ & wf V(S ) £, n(A)dd (%8)
(1 - d)(1+% dﬂF; (S - d))
Voor x=dJ is A(x) dus gelijk aan (48), terwljl voor = >4
de functle gevonden wordt door (48) te substitueren in (43).

Opmerking

BlJ de hiler gegeven afleiding van A(x) 1is geen gebruik
gemaakt van de speciale vorm die de verliesverwachting V{x)
per 1lntTerval bezit. De gegeven at'lelding kan dan ook toegepast
worden op ledere niet-negatieve functie V/x) die constant is
voor x= < . De onderstelling dat D een continue verdelingsfunc -
tie F bezit, waarvan F(D) begrensd 1s, werd alleen gemaakt om
de notatie te vereenvoudigen en speelt geen essentisle rol.
Wel 1is er impliciet gebruilk gemaakt van de onderstelling dat
A(x) een begrensde functie 1s, een onderstelling waaraan 1in

praktl jkproblemen steeds is voldaan.

Het minimaliseren van A(:x;) VOOr een gegeven waarde van x
als functie van 9 en S is een omvangriik rekenwerk doch levert
geen belangrijke moeilijkheden op.

Wij zullen alleen voor A(o) aangeven op welke wijze het
kKan geschieden bij de zan het begin van deze paragraaf gemaakte
onderstellingen en waarbij bovendien wordt aangenomen dat ?(D)
continu differentiéerbaar is. Daartoe substitueren wl]j eerst

(36) in (48):
Alo) - %b& S+ k.. [7- F(S)_]-:-Z ot [ { z@ ,(5- ,\).._ [ F(S A):} RO
- (1 of {1-:- d (5 :S)} ._ . (49)



Men zou het minimum van A(p) kunnen vinden door te differentl-
eren naar 4 en S , doch het is eenvoudiger de afgelelden te
bepalen naar S en S-¢. Wanneer het minimum van A({e) geen rand-
extreem 1s, voldoen de optimale waarden 4™ en S'van s en S
aan de voorwaarden

QA = 0 2" A > 0 ;Qfme) = 0
( 95 S= 5* ( aSz)S:S” ’ 3(5—:5) S-—-:’J:S’t-‘j*
A > A
2 ' 2 S* 0S5 o(S-3)
(ﬁ__A..___E.) > O en , >
2(S-3) S_3=S"_4* 9 A o A

Ook bij de hier gemaakte onderstellingen 1is het niet mo-
gelijk een algemene theorie over de oplossing van het probleem
te geven, De verdere uitwerking zullen wij dan ook achterwege
laten.

In het algemeen vereist de in deze paragraafl behande lde
methode zeer veel rekenwerk. De situatie 1s nog het gunstigst
wanneer men voor de verdelingsfunctie F(D) van de vraag D een
' -verdeling aan kan nemen. D1t is een verdeling van het type

& D

£_4 U
A e
F'(%) o

dw | (50)

waarin % en f3 parameters groter dan nul zijn., Men kan dus
twee momenten aan het waarnemingsmateriaal aanpassen €n voor

de zo gevonden verdeling de optimale waarden van 3 €n S bere-
kKenen,

Behalve de boven beschreven oplossingsmethode geven de
schrijvers nog een methode aan, welke ilets minder rekenwerk
vergt en die onafhankelijk 1s van de beginvoorraad x_  €n de
disconteringsfactor « . De voorraad x_ aan het begin van de
periode [1.2] ©bezit bij gegeven o, cen kansverdeling; hetzelf-
de geldt voor LA Onder zeer algemeen geldende
vonrwaarden nadert de verdeling van x, voor ¢ — oo tOot een 1i-
mietverdeling die onafhankelijk is van x_ . Dit heeft tenge-
volge dat ook de onvoorwaardelijke verli@sverwachtingib;ﬁ}(xﬁ)
voor het interval [t,t+1] voor t—sce tot een limiet V. na-
dert. Men kan nu deze verwachting, waarin de parameters x, en
# niet voorkomen minimaliseren als functie van 8 en S ., Blj
deze methode wordt met "begineffecten' tengevolge van de aanwe
gehouden, Voor ver weg

zlge voorraad x_ geen rekening
perioden komt ze op hetzelfde neer als de
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Men kan bewljzen dat de verwachting xell jk 1is

aarll

. O-3
| V(S-3) £, (4N (51)

Culd

(1-¢) Afe) = %, + V(S) + 2.

P Y

Lo T gt

1+ 5 F (5-3)

"n*@'f T

Het artikel wordt besloten met een overzicht van een

aantal mogelljke generallsaties van de gegeven methoden en

ecen ultvoerlige literatuurlligst.
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Een stelling ombrent optimale bestelschema's voor eindige

Eerioden

door

G. de Leve

In deze appendix wordt een antwoord gegeven op de vraag:
"Aan welke voorwaarden moet de functie b(g) voldoen opdat
altljd een optimaal bestelschema gevonden wordt, waarbily de
bestelgrootten.czi steeds gelijk zijn?"

Wi] stellen hiervoor een voldoende voorwaarde op. Men
kan ook aantonen dat deze voorwaarde nocdzakelljk 18 voor ecen
ultgebreide klasse van functies 1:>(<.Z).._’l

Ultgaande van de veronderstelling dat voor de eindige
periode het optimale aantal bestellingen m bedraagt, zullen
Wwlj onderzoeken of een gegeven bestelschema bestaande urt m
bestellingen verbeterd kan worden. Daartoe worden twee aan
¢ lkaar grenzende intervallen beschouwd, waarvan de gezamenlil jke
lengte t bedraagt. Bij een bestelling van de grootte g aan unet
pegin van et ecrste interval worden de totale onkosten voor
deze beide intervallen

Cla)=5 9% 4, c% (Dtog) Dt £ gt

7

+(Dt_g)b(Dt_g)+2% - 1.0 ¢ £ (Dt-g) 9 5(g)+ (Dt-g)b(Dt-g )+

2 D 2. D

deef't men in het vervolg g b(¢q) aan door de functie P(g ).
dan zullen, wil f[g) cen relatlef minimum bezitten voor ? =9
| 9,
de volgende betrekkingen moeten gelden:

(..5{_.._5... = fzj__&__. ‘@“,(Dt..?,o ﬁ-éar/g)mg?kl)z‘hg):o (2)
d? Q,_._..f D D e O
€N @
d.’.éﬁ? _ 2£2 4 , 7, . % '
( d?:f-ﬁ'f; _‘—f)——z T (62’0)+§é7 (Dt - 20) o - (3)

'“""mmﬂmm““wm“““m

1) Zie G. DE LEVE, Enlge opmerkingen blj een bekend voorraad-

probleem, een artikel dat zal worden aangeboden aan de
redactie van Statistica Neerlandica.



?::%th eecn exXxtreem oplevert

wanneer bovendien

van de
(3a)

is, dan zal ' cen relatief minimum zijn van de
functic & (g]
Als aangetoond kan worden dat @ =1 Dt cen absoluut

oplevert V@OP‘@@f@WMﬁﬁLE&?(?} , dan kan het desbe-

K Y 2T i T (P
i 5 ; i 5O R ® 4k
I 13 - 4 g E A i
e (e & B H & -

treffende bestelschema alleen optimaal zijn wanneer de bestel-

grootten van de beschouwde intervallen gelijk zijn.

Stel nu dat het absolute minimum van (1) gevonden wordt voor

g=¢q » waarblj g 12 Dt en ¢ Dt 1s, dan kunnen Wi
- D 5
zonder de algemeenhelid te schaden ons beperken tot die waarden

, waarvoor geldt:

%quﬂ:?om.Df.

Wii voeren nu in de functie:

(%)

waarvan de co&ffici&nten r,s, w en v vastgelegd worden
volgende betrekkingen:

(5)

LD

Uit (5) volgt dat deze functie moet voldoen aan

g
I.r",j_.n iy ... -.art f \
1 3 1] Ly iy AT “':g
- r R - |""a!"i‘“-'- B
e
b I_]‘ *

door de
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Wij zullen nu nagaan wanneer het minimum van g)(cz) gevonden
wordt wvoor (i = {_ Dt of ¢g=Dt . Indlen g(g) minimaal 1s voor
één van deze waarden van g , kan f/ga) geen absoluut minimum
zljn van de functie ij(g) .

Indien voor g 3 (9) geschreven wordt (g9 ) , dan gelden
voor het geval 7 =g " een relatief minlmum oplevert van de
functie ;{2) de volgende betrekkingen:

(0[2/2)/ — lﬁzt 21'___ ’ﬂu(Dt“‘zf) .,.g/'(gy__, L'VJ(Dtmgy:o (8)
7 :

g log=g D D
en
( dz ((Z) . 2; +(}(/”( ') (Dt ‘)= (9)
- = 27 ad ( 4 O .
S A A A /

(dz (9)) - z,’g_u r12r[2(g'- 1 D)% 1 D' ]+63Dt rqu z 0. (10)
17 =g

Ult (8) kan eenvoudiln worden afgeleid dat ¢ - 1Dt gen
cxtreem oplevert van de functie g /g) ., Men kan nu twee gevallen
onderscheiden e¢n wel r=9o of r >0

Indien pr=o0 1is, dan is voor g = 1 D¢ de functile

ad*G(g
__g_{_g._). monotoon niet toenemend. Als de functilewaarde

74 ?3_ 2
2 (
(ff_..j{_(_ﬂ = 01s, dan zal de functie L ., :z2 negatief zin
ﬁ 9t /2=1 Dt >z
in het” interval 1 Dt = 7 = Dt . Hierult volgt dat de functile

g(i) maximaal 1s voor cz = it. Dt en minimaal voor ? - Dt .

Is daarentegen de functiewaarde ( di& (f)) > 0 ,

Ag” /g=1 Dt ,
dan bezit de functie g (cz) een absoluut minimum voor @ = 2% DC.
Immers voordat een tweede minimum kan optreden, moet er eerst
ceen maximum geweest zign., Voor de bij dit maximum behorende

Z

waarde wvan 7 is de functie &« é fg) negatief en behoudt dit
o g

teken voor de rest van het interval.
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Als uit (5) volet dat r = o 1s, dan kan ¢.¢’ alleen een

7(9) #ls g'-3 Dt

absoluut
of @' Dt is.
Volgt echter uit (5) dat r> o0 1is, dan is de functile

3
-------

in het interval 1 Dt = g = Dt monotoon stiljgend.

\1ls de functiewaard .__i(m___‘z ) = 0 is, dan geeft

=1 Dt
= %Dt ¢en absoluut minimum van de functile gff) . Immers

Kunnen voor g > 1 Dt gZeen maxima optreden. Ult

< 0 volgt dat Q = :12. Dt een absoluut

maximum oplevert. De mogelijkheid is niet ultgesloten dat er
een bestaat == £ Dt en = Dt , Waarvoor g(g)

waarde van z
minimaal is.
Conclusie

Als uit (%) volpt dat r>o0 1is, dan kan 2 = g’ me t Q;f:% DY
@'« Dt een absoluut minimum opleveren van de functie g / @ )
N1y zullen nu aantonen dat door het cpleggen van een
aarde aan de¢ functie b (9 ) voorkomen kan worden dat uilt
(5) volgt p>g .

Uit (5) volgt dat de vergeliiking

en

(9 ) (11)

Met behulp van de stelling van
men dan gemakkell jk aantonen dat de vergeli jkingen:

minstens vier
Rolle

(12)
en
(13)
:8P. Tweec Qﬁt@lm moeten hebben. De functie

1s voor r>o0 een monotoon stijge
b" ( g) monotoon niet sti]

func t i € €n a 1 S gend wordt veronder-
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Hieruit volet:

(? a) _ g (?o) . g(% . t) ] f’@ ,znf) )y
f(go)mg(go)>§(l>t)mf(at). (15)

i e
MetT andere woorden ga kan onder de voorwaarde A (?) = 0

voor ledere waarde van ¢ , noolt een absoluut minimum van de
g(g) opleveren. Indilen ¢ = Dt een absoluut minimum
cecelt van de functic E)(Q) kKan het beschouwde bestelschema

nlet optimaal zijn omdat er dan eigenlijk maar M -1 Dbestel-
tijdstlippen zijn. Is daarentegen de functie f(g) minimaal
Voor @ = :g_. DT , dan kan het desbetreffende schema alleen
optimaal zijn als van de beschouwde intervallen de bljbehorende
pestelgrootten gelijk zign.

WiJ komen nu tot de volgends stelling:

wanneer de tweede afgeleide van de functie b(g) monotoon
niet stljgend is e€n het optimale aantal bestellingen m bedraagt
dan gcldt voor icder optimaal beste lschema, dat de m bestellingen
even groot zijgn.

riermee 1s de in het begin van deze appendix gestelde vraag
dus beantwoord. De gevonden voldoende voorwaarde b (czj
overal = okan niet verzwakt worden, zolang men voor b{g) alle

ogelijke functies toelaat. Men kan namelijk bewl jzen dat voor

functies b (@) met de eigenschappen:

1) b'(g)= 0 voor iedere waarde van g ,

2) &* al(?) = O 3 " " X g >

waarin C_, C, ¢€n €, positieve constanten zijn. Voor het bewljs

van deze eigenschap verwijzen w
blz. 24 genoemde artikel.
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Apprendix IT 1)

g ikl ek e gl AubiBestt sismealios RN el Spipmaet iy

Wil w——— i  Midirend, Seiebimlt JERARMEE dmsgual WSROI AR i

Enige correcties op OPTIMAL INVENTORY POLICY, door K.J.. ARROW,
TH. HARRIS en J.. MARSCHAK, Econometrica 19 (1951), 250-272.

1) In formule (2.3) moet aan het rechter 1id worden toegevoegd:
- C_ 8. . Op het uwiteindelijke resultaat heeft dit geen be-
langrljke 1nvloed daar men @x kan vervangen door ax-C_.

LA
2) De afleiding van het extreem van U = Z:{ w(6, ) 1s niet
| L = |
geheel correct. Voor waarden van & , godanig dat __9'7:... geen

geheel getal 1s, heeft de som U = :.2; w (6,) geen betekenis
en de daarop gebaseerde afleiding derhalve evenmin. Verder
wordt niet aangetoond dat 6 werkelijk een minimum van f?ﬁ)
oplevert, Onder de genocemde voorwaarde b'(g)= 0 en

¢ b(g) monotoon stijgend 1s dit ook niev noodzakeli jk

nhet geval, Voor een Jjulste afleiding wordt verwezen naar
appendix I.

3) De kans 1. F (57) die op blz. 259 wordt berekend voor een
normale verdeling is een functile van de parameter g ult deze
verdeling. Bij de berekening 1s ondersteld dat geldt 0= 1.
In 3: G moet het getal 13 vervangen worden door 138,5.

4) Bij de oplossingsmethode voor het dynamische model worden
voor de verdelingsfunctie F van de vraag per perilode ook
niet continue verdelingsfuncties toegelaten. Voor verdelings-
functies die niet continu zijn in het punt 3 zijn de formules
alleen juist wanneer men F(sc) definiéert door F(x)= P/x < ]
De co&ffici&nt van « L (o) in bijv. (5.1) is P[x2d4] en
dat 1s dan ulteraard gelijk aan 4. F(«.s) . Laat men echter in
paragraaf 3 ook discrete verdelingen toe, dan zijn de for-
mules alleen julst uitgaande van de definitle F(x)=P/x =xJ.
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2. A iinear decision rule for production and employment

scheduling, C.C. Holt, F Mondiglianl and H.A. Simon.
Cerncgile Institute of Technoiogy. O.N.R. Research

Memorandum no. 30. (1955), 1-54.

2.1. InlLe.ding
70als de titel aangeeft worden in dit rapport regels af'ge

leid voor productie en arbeidsbezetting. Alhoewel de te bespre-
ken methode is ontwikkeld voor een verffabriek, wordt de toepas
baarheid van deze techniek hierdoor geenzins beperkt.

Bij de beschouwde verffabriek drent men n.l. aan het be:in
van iedere ma nd te beslissen, hoe hwoog de productie zal zljn
in die maand en bovendien hoeveel arbeidskrachten ain het pro-

ductieproces zullen dee lnemen.
Indilen wij 1n het vervolg

doelen wij de totale productie van alle verfsoorten Te samen.
In dit artikel wordt geen aandacht beszteed aan de optimale

spreken van productie, dan be-

productie van de verschiliende verfsoorten afzonderlijk.

De julstheid van een beslis: ing wordt gemeten naar de Kos
ten, dle aan een dergelijk besluit zijn verbonden. Hiertoe dient
men een kostenfunctie op te stellen, waarin behalve de genoemde
grootheden, productie en arbeidsbezetting, ook de vraag naar verf
in de eerstvolgende maanden voorkomt. Aangezien de vraag onbeken.
18 en in het sunstimste geval slechts de verdeling van de vraag
gegeven is, zal men niet de beschikk:ng hebben over de exacte
kostenfunctie. Wanneer de verdeling van de vraag bekend 1s, Kan
echter wel de verwachting van de totale kosten worden berekend.
Wij zullen danook een beslissing optimaal ncemen, als deze ver-
wachting minimaal is. Het opstellen van de kostenfunctle was
dan ook de moeilijkste opgave, waarvoor de auteurs zich gesteld
zagen. Het behoeflt meen betoog, dat de invloed van een genomen
beslissing zich niet beperkt tot de desbetreffende maand. Men
dient dus niet alleen aan het begin van iedere maand de optimale
productie en arbeidsbezett ng voor die maand te bepalen, maar
ook de optimale waarden voor de volgende maanden. Deze "totale'
beslissing zal optimaal moeten zijn, niettegenstaande voor de
volgende maanden op nieuw een besluit zal worden genomen. In de
kostenfunctie vinden wlj dan ook niet alleen de grootheden zo-
als productie, arbeidsbezetting, voorraad en vraag voor de
maand, waarop de beslissing betrekking heeft, maar ook die van
de daarop volgende maanden. Is de kostenfunctle eenmaal opge-

steld, dan rest slechts een taak voor wiskundigen om na te gaan
voor welke waarden van de grootheden deze functie minimaal 1is,
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Afgezien van het feit, dat het bepalen van een minlmum van een
functie niet altijd expliciet mogelijk is, zullen bovendien de
hieruit te voorschijn komende beslisregels eenvoudlig toepasbaar
dienen te zijn, Holt c.s. stellen dan ook een Kkwadratiscie
kostenfunctie voor, omdat dan de beslissingscriterla gegeven
worden door linealre functies. Bovendien blijkt, dat men dan
niet de verdelin: maar slec!its de verwachting van de vraag be-
hoeft te kennen. Charles C. olt heeft aan deze belangrijke
elgenschap van de Kwadratische kostenfunctle ecen uniltvoerige
studie gewijd. '). De eigenschap betekent, dat de grootheden,
die 1n de kostenfunctie de vraag van de eerstkomende maanden
aangeven, vervangen mogen worden door hun verwachtingen. Om
de voorgestelde technieken te kunnen toepassen, zal de veri-
fabriek een instrument moeten bezitten, waarmee de omzetten
voor de volrsende maanden zuiver kunnen worden geschat, Het 1s
duideli jk, dat de waarden van de grootheden, waarvoor de Kkwal-s
dratische functie minimaal is, moeten voldoen aan een stelsel
lineaire betrekkingen, Deze lineaire betrekkingen leveren Ten-
slotte na enige wiskundlize handelin_en de gevraagde besllisre-
gels., Opgemerkt dient te worden, dat het aantal linealire ver;e-
lijkingen onbesrensd is, Dit vloelt voort uit het feit, dat de
kestenfunctie is opresteld voor een onbegrensd aantal maanden,
Wlij kunnen er ons met recht over verbazen, dat deze omstandlg-
neid het probleem niet onoplosbaar heeft gemaakt.

Aangezien de Iwadratische kostenfunctie slechts een gro-
ve benadering 1is van de werkell jke kosten, zal de uiteindell jke
oplossing niet optimaal zijn in de zin, zocals wij die aan het

» . , .
begin van deze 5 hebben geformuleerd., Men dient dus na te gaan
in hoeverre de beslisregels inderdaad een vermindering van de

onkosten opleveren, De auteurs hebben dan ook de voorgestelde
techniek toegepast op situaties, die zich in het verleden heb-
ben voorgedaan en het resultvaat vergeleken met de uitkomsten
van de gevoerde bedrijfspolitiek, De nieuwe techniek kon deze
verizeli jking met glans doorstaan. In 82 zullen wilij enlge aan-
dacht besteden aan het opstellen van de kostenfunctie, terwijl
in 83 enlige opmerkingen gemaakt zullen worden over de uiteinde-
1ijk verkregen beslisregels., Hoe deze regels ult de voorwaarden

VOoor een minimum van de kKostenfunctie worden afgeleld, kan men
vinden in de wiskundige appendix van het oorspronkeliljke rap-
port.,
e
'Y C.C, Holt: "Superposition Decision Rules for Production

ani Inventory Control". 0.N.R., no. 3.
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beslisregels,

AR eyt - mmw%

13

en C

44

34

zi,n toegevoegd om de werkell jke

t"‘""q;&:tuuny

Uit de def@nztie van LL volrt:

(8)

wiskundige formulering van het resterende gedeelte van
cenvoudlg te geven. Bepaal het minimum van (7)

propleem 18

onder de bijvoorwaarden gegeven in (8).
De beslisregels voor de betreffende verffabriek werden ge-

geven door:
P.= 0,463

t

0,234
0,117
0,046
0,013
-0,00%2
-0, 00C
-0, 010
-0, 009
-0,00cC
-0,007

R4 & %

+0,C

v e, P -
- EE

-1

+2,09-0, 10T, _,+0,003"

+ 153.-0,464T,

0,010
0,003
0,0071
0,0054
0,0042

:O_p 00/16
00,0012

AE Ot+ﬁo
T+11

(9)

_zowel productle als arm'

5 ) ! .
L . . -
1] 3 - .
. ' . .
¥ f .o - \ L - ,
. . E . ' pr R ! ’ 1
' . . B H . ' m‘ ] .
1 ' L . ; & Sy ' . i .
" . b 1 .
3 Ll . ’
A B . r e . o
. 4, .
4 : R ’ .
1 N |
|
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e
d maand be-

rlid van (9) en (10) zijn aan het begin van de t
kend of gesc t. ULt(9) en (10) blijkt, dat zowel de productie
de arbeidsbezetting mede bepaald wordt door een min of meer

gemiddelde van de vraag, waardoor een ernstige schom-

product.e en arbeildsbezetting wordt voorkomen., Aange-
gewlchten van de grootheden voor de vraag in verafgeije-

maanden zeer gering zljn, heeft men er van afgezlen, deze
grootheden in de beslisregels op te nemen. Hetl ligtl voor de
hand, dat de procauctie en arbeidsbezetting een functlie 1s van
het aantal arbeilders, dat in de vorige maand aan het productile
nroces heeft deelgenomen. Het negatieve teken van het gewicht
van de voorraad I, , wekt evenmin verbazing. Verrassend ziljn

echter de negatieve gewichten van de omzetten O, .. t/m O 444

in de productieregel. Het 1s blijkbaar in verband met de voor:-
raadkosten onvoordelig om lang van te voren te beginnen met heT
bouwen van de buffervoorraad. De eerste reactlie op een uitzon-
derlijke hoge vraag in de verre toekomst zal dus zijn het aan-
trekken van arbeldskrachten. Is eenmaal de plekmaand voorblj,
dan kan men met behulp van de extra arbeidskrachten een even-
tuele achterstand snel inlopen en een nieuwe buffervoorraad
vormen. Het één en ander is ulteraard een gevolg van de vorm
van de kKostenfunctie, en wel van de voorraadkosten in het bilj-
zonder., Door het optellen van positieve en negatieve voorradecn

bl] het berekenen van I, worden kosten van neenverkoop en voor-

t
raadkosten geli jk gewaardeerd en heffen elkaar zelfs gedeelte-

lijk op. In hoeverre hierdoor het ontstaan van de negatieve

gewlichten kan worden verklaard, 1s meoeillijk na te gaan.

Uit de wiskundige ?ploasing van het probleem bleek, dat
de constanten Cq,}, 05 en Cq3 van de kostenfunctie ultelndell jk
niet in de beslisregels voorkomen. De bi jdrage van C’l tot de
kKostenfunctie 1is onafhankelijk van de keuze van de grootheden
'}’?t en W, en komt dus uiteraard niet in de beslisregels voor.

T
Indien men bedenkt dat gﬁmi O, ,dan zal men zich evenmin
ot |

verbazen over het ultblijven k&?lan de constante CS. De betekenis
van de constante Cﬂ in de kostenfunctie 1s echter onduldeli -
en net niet voorkomen in de beslisregels kan derhalve moellil jk
worden verklaard op niet wiskundige gronden. Alhocewel de con-
stanten C_., C’M 13 ulfteindeli jk niet in de oplossing voor-
komen, kunnen zij in (7) niet zonder meer worden weggelaten,
omdat de constanten hierin gedeeltelijk simultaan zijn ge-
schat.

en C
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